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Regression og geometrisk data analyse
(2. del)

UIf Brinkkjaer

Introduktion

Artiklen sgger at vise, hvordan regressionsanalyse og geometrisk data analyse kan integreres. Det er interessant,
fordi disse metoder ofte opstilles som modsatninger f.eks. som en modsaetning mellem beskrivende og forkla-
rende metoder. Artiklens fgrste del bragtes i Praktiske Grunde 3-4 / 2007.

Resume af problematikken

Tabel 1: . Tabel 3: Tabel 4:
Vending Tabel 2: Forsvinder Stabilitet Opstar

Bestd Dumpe Bestd Dumpe Bestd Dumpe Bestd Dumpe
Romeo Dreng 12 28 40 8 32 40 8 32 40 16 24 40
Romeo Pige 1 9 10 2 8 10 8 2 10 1 9 10
Julie Dreng 9 1 10 8 2 10 2 8 10 9 1 10
Julie Pige 28 12 40 32 8 40 32 8 40 24 16 40
50 50 100| 50 50 100| 50 50 100| 50 50 100

Hver af tabellerne lzeses pa den made, at eksempelvis den fremhaevede celle i tabel 2 fortzller, at der var 8 piger
pa gymnasiet Romeo, som dumpede til studentereksamen.

Som det fremgar af tabel 1 er der 50 drenge (40 pa Romeo i linje 1 og 10 pa Julie i linje 3) og 50 piger (10 pa
Romeo ilinje 2 og 40 pa Julie i linje 4). Kigger vi pa tallene i tabel 1, sa er andelen, der har bestaet, som fglger:

A B C D
Tabel 5 Drenge Piger Forskel
1| Bestaet: B ierialt 12+9 0,42 1+28 0,58 0,42 —-0,58 0,16
estdet: Begge gymnasieria = = 42 — 0,58 = -0,
88c 8y 20+10 10+40
12 1
2| Bestaet: Romeo-gymnasiet: —=0,3 —=0,1 03-01=0,2
3
3| Bestaet: Julie-gymnasiet: I =09 0 =0,7 09-0,7=0,2
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Tabel 6 Romeo Julie Forskel
A B C D
1 | Bestdet: B kgnialt 1z+1 0,26 o+28 0,74 0,26 — 0,74 0,48
estdet: Begge kgnia S - = 26 — 0,74 = —0,
g8 40 -{210 ’ 10 -|:340 ’
2 | Bestaet: Drenge — = — = 0,3—09=-0,6
& 40 0.3 10 0.9
3 | Bestaet: Pi ! 0,1 28 0,7 0,1-10,7 0,6
estaet: Piger — = = 1—0,7 =—0,
& 10 ’ 40 ’

Den strukturelle effekt af faktoren kgn er dermed -0,16 (Tabel 2 raekke 1). Dvs. pigerne klarer sig bedre end
drengene. Kigger vi i tabel 2 raekke 2 og 3, ser vi derimod, at drengene pa begge gymnasier klarer sig bedre end
pigerne. Retningen i den globale effekt af kgn, der er -0.16, vendes dermed (til +0,2) i begge de lokale tabeller.
Fokus for det fglgende er en grafisk repreesentation af forskellige relationer mellem strukturelle effekter i global
og marginal sammenhaeng.

Den grafiske reprasentation

Korrelationen mellem to variable er et mal for i hvor hgj grad, de samvarierer linaert. Det har en minimumsvaerdi
pa minus en og en maksimumsvaerdi pa plus en.

st Korrelation = 0,95 it |
T . 14 1t
o] . v uye Korrelation = -0.95 "
o T . 1 Korrelation = 0.11

> *

L
TG M A M M|
H—t————+

.

.

- o.

L

T
P S S S

—t—trt—t—t 1ttt
ol Tz 3 45 8 78 910011 1213 1415 16 17 } ——t—t—t—t——+—+————+—+—+——+ 1023 45 6 7 8 5 1011213

A4 -1 1 2 3 4 5 & F &8 9 1011 1213 14 15 16 17 Ee s

De tre plot i figuren demonstrerer sammenhangen mellem plottede punkter og korrelationskoefficienter. Ligger
punkterne teet pa en ret linje, og udtrykker punkterne, at en lille vaerdi af den ene variabel hgrer sammen med en
lille ogsa pa den anden, sa er korrelationen stor, det vil sige taet pa +1. Plottet i midten viser, at nar punkterne
ligger teet pa en ret linje, men hvor store vaerdier pa en variabel hgrer sammen med sma vaerdier pa den anden,
s er korrelationen meget lille, det vil sige teet pa -1. Endelig viser plottet til hgjre, at nar punkterne ikke har
nogen linezr sammenhang, sa naermer korrelationskoefficienten sig 0.

Den grafiske fremstilling starter med at tegne en sdkaldt korrelationscirkel. Det vil sige en cirkel med centrum i
aksernes skeringspunkt (0,0) og en radius pa 1 (kaldet en enhedscirkel).

I Figur 1 afsaettes inden i cirklen to diametre 4 og B (Figur 2), der mellem sig har en vinkel som svarer til, at:
cos?(vinkel) = korrelationen mellem variablene gymnasium og ken

Data summeret i tabel 1 kan udregnes at have en korrelation mellem gymnasium og kgn pa 0,6 hvilket svarer til
en vinkel mellem de to indtegnede linjer pa ca. 53,13 grader.!

! cos2(vinkel) = 0,36 = 0,62. Vinklen bliver dermed cos™1(0,6) ~ 53,13°

2 OM', og OM,, er afstanden fra centrum (punktet O) til punktet M'b hhv. Mb, regnet med fortegn sdledes at den er negativ i retning vaek fra den
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Den ene diameter lgber mellem punkterne A’ (Julie) og A (Romeo), mens den anden Igber mellem punkterne B
(Drenge) og B’ (Piger).

Figur 1 Figur 2

[ data fra tabel 1 (Vending) sa vi i artiklens del 1, at regressionsanalyserne resulterede i fglgende ligninger:
a) ISimpel regression af x, pd y: y* = —0,48x, + 0,74
b) 1Simpel regression af x;, pd y: y? = —0,16x, + 0,58
c) IMultible regression af x, 0g x,pdy: y**? = —0,6x, + 0,2x;, + 0,7

Som det fremgar er koefficienterne i regressionsligningerne sammenfaldende med:
a) Verdierneitabel 5 celle D1 og celle C1
b) Veerdierneitabel 6 celle D1 og celle C1
¢) Verdierneitabel 5 celle D3 tabel 3 celle D3 og tabel 2 celle C3.

Dette kan udtrykkes grafisk ved pa Akse # at afsaette punktet M, med koordinaten -0,48 (Globale effekt af faktor
4). Pa Akse B afszettes punktet M, med koordinaten -0,16 (Globale effekt af faktor 4). Da begge stgrrelser er
negative bevaeger vi os fra centrum mod hgjre dvs. vaek fra de pile, som angiver retningen pa 4 og 8 (Figur 3).

En linje, der er vinkelret pd 4, traekkes nu fra M, og en anden, der er vinkelret pa B, treekkes fra M,. Punktet M
(variablen bestaet) findes i skaeringen mellem disse to (Figur 4).

Herefter projeceres punktet M ind pa akse 4 med en projektion, der lgber parallelt med akse 8. Herved
fremkommer punktet M’b. Pa tilsvarende vis findes punktet M’a (Figur 5).

Figur 3 Figur 4 Figur 5

=
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Betragter vi situationen efter placering af punktet M, galder det sdledes, at den globale effekt af faktor B (kgn)
fremkommer ved en vinkelret projektion af punktet M pa akse 4 (M, = —0,48) mens den globale effekt af faktor

B fremkommer ved en vinkelret projektion af punktet M pa akse B (M, = —0,16). Tilsvarende kan de lokale
effekter af faktor A og B findes ved parallelle projektioner (M, = —0,6 og M;, = 0,2) (Figur 5).

En sammenligning af den lokale effekt og den globale effekt svarer til at sammenligne projektionerne af den

lokale effekt (OM’b) 2 og den globale effekt (OMb). I det konkrete tilfzelde altsd w2 = 222 = —1,25. Dette

0Mp  -0,16

forhold mellem OM; og OM, kommer grafisk til udtryk som en bestemt retning. Pa en bestemt radius, f.eks. den

. - . oM,
som er angivet i Figur 6, vil forholdet E:Mb dermed vaere den samme, uanset hvor langt fra centrum punktet M
b

ligger. Afstanden fra centrum er derimod et grafisk udtryk for, hvor godt den linezere regression beskriver
sammenhangen mellem data, normalt symboliseret ved symbolet R2. I praksis er R? et mal for, hvor stor en del
af variationen i responsvariablen (Y), som beskrives (eller forklares) af den linezere sammenhaeng, som er output
af den linezere regressionsanlyse. opstillede linzeere sammenhang. Denne veaerdi svarer til produktet af de skra
og de lige koordinater dvs: R? = (—0,48 « —0,60) + (—0,16 = 0,2) = 0,256.

Kvadratroden af dette tal svarer til lzengden af vektoren oM (R =+/0,256 = 0,506) og dermed afstanden fra
centrum af cirklen til punktet M. Jo laengere punktet M ligger fra cirklens centrum, jo bedre beskriver den linzere
funktion fra regressionsanalysen dermed variationen i responsvariablen (Y).

Figur 6 Figur 7 Figur 8
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2 OM', og OM,, er afstanden fra centrum (punktet O) til punktet M'b hhv. Mb, regnet med fortegn sdledes at den er negativ i retning vaek fra den
retning, som er angivet pa de to diametre.
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Retningens betydning

Figur 9

Figur 10
E

Figur 11

Med fokus pa effekten af B (kgn) kan korrelationscirklen deles op i 6 rum eller lagkagestykker med delinger

langs akserne 4 og B, samt en (stiplet) linje, der star vinkelret pa akse B, som i det fglgende benaevnes B, (Figur
9). Det fremgar af (Figur 9, Figur 10 og Figur 11), at nar punktet M bevager sig rundt som viseren pa et ur, vil

projektionerne Mb og M’b og forholdet (;LM: naturligvis ogsa andre sig. Bevaeger man derimod punktet M

!
leengere fra eller teettere p3, vil projektionerne Mb og M’b @ndres sig, men forholdet (Z)LM: vil som naevnt ovenfor

vere uaendret. Forestiller man sig, at vi kgrer punktet M hele vejen rundt i cirklen, men hele tiden med en

afstand fra centrum pa 0,7, vil projektionerne og deres forhold undervejs antage fglgende vaerdier.

A A'-E' E' E'-B B B-A A A-E E E-B B' B'-A'
OM'b 0 - 0,53 - 0,7 - 0 - -0,53 - -0,7 -
OMb -0,42 - 0 - 0,7 - 0,42 - 0 - -0,7 -
OM'b
- 0 - - +- 1 - 0 - - 1 -
OMb

De to tomme felter indikere, at man ikke kan dividerer med 0.

Man kan selv udforske forholdet mellem M og dets lige og parallelle projektion i filen ventilator

Udtrykt grafisk kan vi dermed dele cirklen op i 6 felter med forskelligt forhold mellem den globale og den lokale

effekt (Figur 12). Et tilsvarende raeesonnement kan gennemfgres for faktoren A (gymnasium), og igen vil cirklen

kunne deles op i 6 rum (Figur 13).
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Faktor B (kgn) Faktor A (gymnasium)

Figur 12 Figur 13 Figur 14
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Kobles de to cirkler sammen (Figur 14) fremgar det, hvordan cirklen kan deles op i rum, hvor de to faktorer
bevager sig parallelt, fordi begge styrkes eller svaekkes, og i andre rum hvor den ene styrkes eller svaekkes, og
den anden vendes. Stgrrelsen af de forskellige rum vil variere med hvor svag eller steerk sammenhaeng, der er

mellem de to faktorer A og B, der er udgangspunktet. I det gen-

nemgiede eksempel var korrelationen = 0,36 = 0,62. Jo staerkere Figur 15 F'_g,u';_ 1_6
sammenhang mellem de to faktorer, jo stgrre korrelation og jo mindre ' | | :
vinkel mellem #4 og B3. Sammenhangen og korrelationen er dermed . |

stor i Figur 16, derfor bliver vinklen mellem 4 og B lille, og de gra
omrdder, hvor sammenhzaengene vendes, store jf. Figur 14. Omvendt ser

viiFigur 15 en svag sammenhang mellem de to faktorer og derfor ogsa

en stor vinkel mellem 4 og B, hvormed de gra omrader er sma. Det vil sige, stor korrelation mellem faktor 4 og B
gar de gra omrader, hvor sammenhaengen vendes for en af faktorerne, relativt store.

Regression og Principal Komponentanalyse

Veelger vi som her at gennemfgre en Principal komponent-

. Antal Kgn Gymnasium
analyse, vil analysens fgrste punkt veere at omkonvertere A 40 0 0
inputvariablene, sdledes at materialets forskelle er bedre B 10 0 1
repraesenteret pa de to akser. Ser man pa forandringen fra Figur C 10 1 0
17 til Figur 19, bliver det tydeligt, hvordan det i D 20 1 1
praksis fgrer til, at den fgrste (vandrette akse) kommer til at
modstille Romeo+drenge og Julie+piger. De to punkter i Figur Figur 17
19, som ligger pa den vandrette akse, er dermed dem, som i Figur 4.
17 er markeret med kryds (punkterne A og D), men hvorfor nu "
det? I‘B XD
Kigger man i tabellen over Figur 17, fremgar det, at i punkt A og
punkt D, der er de to punkter markeret med kryds i Figur 17, er sl
antallet af personer 40, mens det i de to gvrige punkter kun er
10. Det betyder, at teoretisk set ligger der 40 kryds ovenpa
hinanden i bade punkt A og D, mens der kun ligger 10 prikker A C x
oven i hinanden i punkterne B og C. _T o ¢ g

Cos1(0)=1 © 20 =0°mens s 1(B)=0 & «6=90°
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Nar det kommer til at spille en rolle, heenger det sammen med gnsket om en afbildning, hvori fgrsteaksen
opfanger en maksimal del af afstandene mellem punkterne, det vil sige af variansen. Man kan taenke pa det pa
den made, at der er flere punkter i position A og D, og derfor optraeder afstanden mellem A — B mange gange, de
afstande har dermed stor veegt. Maden at tage hgjde for det pa er at laegge begge punkterne pd den nye
farsteakse, hvormed disse afstande bliver fuldsteendigt afbildet pa fgrsteaksen.

Pointen i den betragtning kan ses i Figur 18, der viser to afstande af samme leengde (A - B = A = C). Som det
fremgar pa grafen til venstre, opfanger den vandrette akse stykket a; — b, af afstanden A — B, men stykket

a, — ¢, af afstanden A — C. Nar stykket a; — c;er leengere end stykket a; — b, handler det ikke om forskel pa
afstandene mellem punkterne, afstanden A — B var jo netop den samme som afstanden A — C. Valgte vi nu at
traekke en linje gennem bade A og B (midterste graf) og gare det til den nye fgrsteakse (grafen til hgjre), sa ville
afstanden fra A til B blive opfanget fuldsteendigt pa ferste aksen. Det ville imidlertid kun veere delvist tilfeeldet for
afstanden fra A til C, det vil sige, nu ville det geelde,at A - B = a; = b_1, og at a; — b,er leengere end a; — c;.

Figur 18
B

o0

Pa Figur 19 er det illustreret ved, at de to punkter pa farsteaksen er stgrre end de to gvrige.
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Med den gennemfgrte variablekonvertering opnas en forsteakse, der repraesenterer 80% af materialets interti,

der er et mal for de samlede afstande mellem .
16 Figur 19
punkterne, (Al = 1,6 af totalt 2,0 dl7s.2‘—0 =

’ Roemeo+Piger
80%), og en anden akse, der repraesenterer de L
sidste 20%. Der fremgar af Figur 19, at fgrste-
aksen modstiller drenge pa gymnasiet Romeo
(venstre) og piger pa gymnasiet Julie (til hgjre), Akse
mens akse nummer to modstiller drenge pa
gymnasiet Julie (bund) og Piger pa gymnasiet
Romeo (top). Fordelingen af drenge og piger pa
de to gymnasier er skaev. Gymnasiet Romeo, der
har 80% drenge, kan derfor betragtes som et
drengegymnasium, mens gymnasiet Julie, der har
80% piger, tilsvarende kan betragtes som et
pigegymnasium. [ det lys modstiller fgrsteaksen
drenge pa drengegymnasiet (venstre) og piger pa
pigegymnasiet (hgjre), men anden aksen
modstiller drenge pa pigegymnasiet (bund) og
piger pa drengegymnasiet (top). Den fgrste

(28]

an.ewnrenge Akse 1 | hy=18

| ]
Julie+Piger

A-mid

.
Julie+Drenge

principale variable eller komponent er dermed i
overensstemmelse mellem gymnasium og kgn, mens anden principale variabel eller komponent er i
uoverensstemmelse mellem gymnasium og kgn.

Vi veelger nu at indleegge den tredje variabel Figur 20

(bestaet/ikke-bestaet) som sdkaldt Romeo+Piger
supplementzeer variabel (modsat kegn og .
gymnasium, der var aktive variable), sa far vi N
afbildet den tredje variabel pa den eksisterende N
graf.# Akse N

Nar variablen Bestaet indlaegges, vises tre \ .
N Bestaet

yderligere punkter: Det gennemsnitlige punkt for ~_ Piger
° L Romeo+Drenge A=t
alle der har bestdet, det gennemsnitlige punkt for PY Akse 1 =8
piger der har bestaet og det gennemsnitlige AN o - Julie+Piger

punkt for drenge der har bestaet. Det N b B(;stéet Alle
gennemsnitlige punkt for alle der har bestdet, e T
orienterer sig pa forste aksen teettere pa Bestaet
Julie+piger end pa Romeo+Dreng, fordi der er N
flere Julie+piger, der har bestdet end der er N
Romeo+Drenge. Pd den lodrette anden akse er N

L ]
Julie+Drenge

punktet teettere pa Julie+Dreng end det er pa

Romeo+Piger, hvilket igen afspejler, at der er
feerrest af sidstnaevnte. Taler vi om effekter kan man summerer resultatet saledes:

* Havde vi i stedet valgt at medtage den tredje variable som aktiv, ville den vaere inddraget i aksernes placering, hvorfor de andre punkter ville
2ndre position.
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e Den fgrste principale variabel (overensstemmelse mellem gymnasium og kgn) kan fortolkes som udtryk
for, at flere piger er bestdet pa pigegymnasiet end drenge er bestaet pa drengegymnasiet.

e Den anden principale variabel (uoverensstemmelse mellem gymnasium og kgn), kan fortolkes som
udtryk for at flere drenge bestar pa pigegymnasiet end piger gor pa drengegymnasiet.

Ovenstaende er resultatet, nar et fenomen som vending udtrykkes i geometriske termer. Det bgr bemaerkes at
selvom de to principale variable ikke korrelerer (de to akser star vinkelret pa hinanden (Figur 20)) sa
omfatter”effekten” af en principal variabel pa den afhangige variabel bade en global effekt og betingede effekter
pa de gvrige principale variable.

Afrunding
Som det er fremgaet, kan regressions-procedurer forbindes med geometrisk data analyse. En geometrisk

fremstilling kan udtrykke sével de betingede som de globale effekter af regressionsanalysens variable.

Ulf Brinkkjeer, Institut for paedagogik, Danmarks Paedagogiske Universitetsskole ved Arhus Universitet

Praktiske Grunde 3 /2010 Brinkkjser: Regression og geometrisk data analyse 35



Praktiske Grunde 3 /2010 Brinkkjeer: Regression og geometrisk data analyse 36



